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Аннотация. В настоящей статье мы предъявляем явные формулы для ковари-
антных символов в полиномиальном квантовании на параэрмитовых симметри-
ческих пространствах.
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ные символы; полиномиальное квантование

Предыдущие наши работы, см., например, [1–4], были посвящены построению поли-
номиального квантования на пара-эрмитовых симметрических пространствах G/H, с
псевдо-ортогональной группой G = SO0(p, q), а подгруппа H накрывает прямое про-
изведение SO0(p− 1, q − 1)× SO0(1, 1). Группа G действует линейно в Rn, n = p+ q,

и сохраняет форму [x, y] =
∑

λixiyi, где λi = −1 для i = 1, . . . , p и λi = 1 для
i = p+ 1, . . . , n. Мы считаем, что G действует в Rn справа: x 7→ xg, так что векторы
x из Rn будем записывать в виде строки. Мы рассмотрим общий случай p > 1, q > 1.

В настоящей статье мы делаем добавление к этому построению: мы предъявляем
явные формулы для символов. Квантование использует два вида символов операто-
ров: ковариантные и контравариантные символы. В настоящей работе мы ограничимся
ковариантными символами, мы не будем рассматривать контравариантные символы,
поскольку они тесно связаны с ковариантными символами с помощью сопряжения, см.
[3], и явные формулы для них легко получаются из аналогичных формул для ковари-
антных символов.

Пространство G/H можно реализовать несколькими способами. Прежде всего – как
многообразие в алгебре Ли g группы G. В этой алгебре группа действует по присоеди-
ненному представлению. Базис в g образован матрицами Lij = Eij−λiλjEji, i < j, где
Eij – матричная единица. Подгруппа H является стационарной подгруппой матрицы
Z0 = L1,n, так что G/H есть как раз G -орбита в g точки Z0.
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Другая реализация дает G/H как подмногообразие в прямом произведении проек-
тивизаций конуса C в Rn. Этот конус состоит из таких точек x, что [x, x] = 0, x ̸= 0.

Группа G действует на конусе транзитивно. Многообразие C̃ образующих конуса C со-
стоит из прямых (с удаленным началом координат) [x] = R∗x, где x ∈ C, R∗ = R\{0}.
Фиксируем на конусе две точки s− и s+ :

s− = (1, 0, . . . , 0,−1), s+ = (1, 0, . . . , 0, 1).

Группа G действует на C̃ естественным образом: [x] 7→ [x]g = [xg], g ∈ G. На прямом
произведении C̃ × C̃ группа G действует диагонально: ([x], [y]) 7−→ ([xg], [yg]). Стаци-
онарной подгруппой пары ([s−], [s+]) служит подгруппа H. Таким образом, простран-
ство G/H есть G -орбита пары ([s−], [s+]) в C̃ × C̃. Она есть единственная открытая
плотная G -орбита в C̃ × C̃. Эта орбита состоит из пар ([x], [y]), x, y ∈ C, таких, что
[x, y] ̸= 0. Обозначим ее через (C̃ × C̃)♮.

Рассмотрим два сечения конуса:

Γ− = {[x, s+] = −2} = {x1 − xn = 2},
Γ+ = {[x, s−] = −2} = {x1 + xn = 2}.

Эти сечения пересекаются один раз почти с каждой образующей конуса C. Поэтому
линейное действие группы G на конусе дает «дробно-линейное» действие на каждом
сечении, определенное почти всюду. Это позволяет ввести координаты (глобальные) на
Γ− и Γ+ с помощью, соответственно, векторов ξ = (ξ2, . . . , ξn−1) и η = (η2, . . . , ηn−1)

из Rn−2, а именно, векторам ξ и η отвечают следующие точки из Γ− и Γ+, соответ-
ственно:

x(ξ) =
(
1 + ⟨ξ, ξ⟩, 2ξ, −1 + ⟨ξ, ξ⟩

)
,

y(η) =
(
1 + ⟨η, η⟩, 2η, 1− ⟨η, η⟩

)
.

Здесь ⟨·, ·⟩ обозначает билинейную форму в пространстве Rn−2, которая получается
ограничением из формы [·, ·] :

⟨u, v⟩ =
n−1∑
i=2

λiuivi.

Мы имеем
[x(ξ), y(η)] = −2N(ξ, η), (1)

где
N(ξ, η) = 1− 2⟨ξ, η⟩+ ⟨ξ, ξ⟩⟨η, η⟩.

Пространство G/H = (C̃ × C̃)♮ можно отождествить (с точностью до многообразия
меньшей размерности) с прямым произведением Γ− × Γ+. Тем самым мы вводим в
G/H координаты ξ, η ∈ Rn−2, назовем их орисферическими координатами. Для этих
координат выполняется условие N(ξ, η) ̸= 0.

Напомним некоторый материал [5] о представлениях группы G = SO0(p, q), свя-
занных с конусом. Мы будем использовать следующие обозначения для «обобщенных
степеней»:

a[m] = a(a+ 1) . . . (a+m− 1), a(m) = a(a− 1) . . . (a−m+ 1),
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где a – число, а также обозначение

tσ,ε = |t|σsgnεt, t ∈ R∗ = R\{0}.

Пусть σ ∈ C, ε = 0, 1. Обозначим через Dσ, ε(C) пространство функций f на конусе
класса C∞ и однородных «степени σ, ε », то есть

f(tx) = tσ, εf(x), x ∈ C, t ∈ R∗.

Представление Tσ,ε группы G действует в этом пространстве сдвигами:

(Tσ, ε(g)f) (x) = f(xg).

Оно порождает представление Tσ алгебры Ли g группы G (зависимость от ε исче-
зает), а также представление Tσ универсальной обертывающей алгебры Env(g) для
алгебры Ли g.

Введем следующую билинейную форму в функциях на Rn−2 (то есть в функциях
на Γ− и на Γ+ ):

⟨⟨f, h⟩⟩ =
∫

f(ξ)h(ξ) dξ =

∫
f(η)h(η) dη,

интеграл берется по Rn−2. В дальнейшем подразумевается, что все интегралы по dξ и
по dη берутся по Rn−2. Оператор

(Aσ, εf)(ξ) =

∫
N(ξ, η)2−n−σ, ε f(η) dη

сплетает представления Tσ, ε и T2−n−σ, ε, действующие в функциях на разных сечениях.
Справедливо соотношение:

A2−n−σ, εAσ, ε = c−1(σ, ε)E,

где c(σ, ε) – некоторая функция, аналитическая по σ.

Напомним конструкцию квантования в духе Березина, см., например, [1, 6]. В каче-
стве алгебры операторов, исходной для квантования, мы берем алгебру

Eσ = Tσ

(
Env(g)

)
,

образованную операторами D = Tσ(X), X ∈ Env(g). В качестве аналога пространства
Фока мы берем пространство Dσ, ε(Γ

−) функций φ(ξ) на сечении Γ− конуса C. Оно
содержится в пространстве C∞(Rn−2) функций φ(ξ) на Rn−2 и содержит пространство
D(Rn−2). В качестве переполненной системы мы берем ядро сплетающего оператора
A2−n−σ, ε, а именно, функцию

Φ(ξ, η) = Φσ, ε(ξ, η) = N(ξ, η)σ, ε.

Ковариантный символ F оператора D = Tσ(X) есть функция F (x, y) на G/H, в
орисферических координатах он определяется формулой

F (ξ, η) =
1

Φ(ξ, η)

(
(D ⊗ 1)Φ

)
(ξ, η).
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В первой реализации пространства G/H – как многообразия в алгебре Ли g – он
есть функция от элемента Z алгебры Ли g.

В второй реализации, указанной выше, ковариантный символ F есть функция от
пары ([x], [y]) образующих конуса C, таких что [x, y] ̸= 0, другими словами, он есть
функция F (x, y) от пары (x, y) точек конуса C, таких что [x, y] ̸= 0, причем эта
функция – однородная степени 0 по x и по y, то есть F (tx, sy) = F (x, y) для всех
t, s ∈ R∗.

Функция N(ξ, η) есть ограничение на Γ−×Γ+ функции (−1/2)[x, y], см. (1), так что
функция Φ(ξ, η) есть (с точностью до множителя) ограничение на Γ−× Γ+ функции
[x, y]σ, ε. Последняя функция как функция от ξ (и от η ) принадлежит Dσ, ε(C) Поэтому
ковариантный символ F (x, y) оператора D = Tσ(X), X ∈ Env(g), есть

F (x, y) =
1

[x, y]σ, ε
(D ⊗ 1) [x, y]σ, ε.

Ковариантный символ единичного оператора есть функция, тождественно равная
единице.

Напишем ковариантные символы для операторов, отвечающих элементам алгебры
Ли g (элементам первой степени из Env(g) ).

Теорема 1. Пусть L – элемент алгебры Ли g. Тогда ковариантный символ F

оператора D = Tσ(L) в первой реализации есть функция

F (Z) = −1

2
σ tr (LZ)

= − 1

2(n− 2)
σ Bg(L,Z),

где Bg – форма Киллинга на g, а во второй реализации есть функция

F (x, y) = σ
[xL, y]

[x, y]
. (2)

Эта функция есть линейный многочлен на G/H.

Умножение операторов порождает умножение ковариантных символов, обозначим
последнее звездочкой ∗ (оно зависит от σ ). Пусть F1, F2 – ковариантные символы
операторов D1, D2, соответственно. Так как D1D2 ⊗ 1 = (D1 ⊗ 1)(D2 ⊗ 1), то:

(F1 ∗ F2)(x, y) =
1

[x, y]σ, ε
(
D1 ⊗ 1

) (
[x, y]σ, εF2(x, y)

)
, (3)

и – в орисферических координатах:

(F1 ∗ F2)(ξ, η) =
1

Φ(ξ, η)
(D1 ⊗ 1)

(
Φ(ξ, η)F2(ξ, η)

)
.

Приведем явные формулы для ковариантных символов, отвечающих элементам X

из Env(g) произвольного порядка.
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Пусть в формуле (3) оператор D1 отвечает элементу L из алгебры Ли g. Тогда
D1 – дифференциальный оператор первого порядка, по правилу Лейбница мы имеем
D1(f · h) = D1f · h+ f ·D1h, так что

(F1 ∗ F2)(x, y) = F1(x, y)F2(x, y) + (D1 ⊗ 1)F2(x, y) (4)

= F1(x, y)F2(x, y) +
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F2(xe
tL, y). (5)

Теорема 2. Для элемента X ∈ Env(g) порядка k ковариантный символ оператора
D = Tσ(X) есть многочлен на G/H порядка k с коэффициентами, зависящими от
σ полиномиально.

Сначала – для наглядности – напишем с помощью формул (4), (5) в явном виде ко-
вариантные символы для элементов X из алгебры Env(g) порядка 1, 2, 3. Достаточно
это сделать для X, которые являются произведениями элементов алгебры Ли. Пусть
L,M,K ∈ g.

Для X = L имеем

F (x, y) = σ
[xL, y]

[x, y]
,

это – формула (2). Пусть X = LM, тогда

F (x, y) = σ(2) [xL, y] · [xM, y]

[x, y]2
+ σ

[xLM, y]

[x, y]
.

Пусть X = LMK, тогда

F (x, y) = σ(3) [xL, y] · [xM, y] · [xK, y]

[x, y]3

+ σ(2) [xLM, y] · [xK, y] + [xLK, y] · [xM, y] + [xMK, y] · [xL, y]
[x, y]2

+ σ
[xLMK, y]

[x, y]
.

Теперь напишем, с помощью формул (4), (5), в явном виде ковариантные символы
для элементов X из алгебры Env(g) любого порядка k, которые являются произведе-
ниями элементов алгебры Ли. Пусть X = L1L2 . . . Lk, где Li ∈ g. Разобьем множество
индексов I = {1, 2, . . . , k} на m подмножеств: I = I1 ∪ . . . ∪ Im. Обозначим через As

произведение – в порядке возрастания индексов – тех элементов Lj, индексы j которых
принадлежат Is.

Теорема 3. Для элемента X = L1L2 . . . Lk, где Li ∈ g, из алгебры Env(g) порядка
k ковариантный символ F (x, y) оператора D = Tσ(X) дается следующей формулой

F (x, y) =
k∑

m=1

σ(m)
∑ [xA1, y] . . . [xAm, y]

[x, y]m
,

где внутреннее суммирование происходит по всем разбиениям множества I на m

подмножеств: I = I1 ∪ . . . ∪ Im.
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С другой стороны, дальше мы решаем в некотором смысле обратную задачу: у нас
есть некоторые специальные (важные) многочлены на G/H, и мы находим операторы,
для которых эти многочлены являются символами.

Для σ общего положения пространство ковариантных символов есть пространство
S(G/H) всех многочленов на G/H.

Возьмем в алгебре Ли g максимальную коммутативную подалгебру (картановскую
подалгебру) a, состоящую из матриц L, ненулевые элементы которых могут стоять
только на побочной диагонали:

X =


0 0 · · · 0 t1
0 0 · · · t2 0
...

... . . . ...
...

0 t2 · · · 0 0

t1 0 · · · 0 0

 ,

напомним, что мы рассматриваем общий случай p > 1, q > 1. Размерность алгебры a

равна целой части [n/2] числа n/2.

Представление сдвигами группы G в пространстве многочленов S(G/H) разлага-
ется в прямую сумму неприводимых конечномерных представлений в пространствах
Hν . Они нумеруются старшими весами ν относительно алгебры a. Старший вес – это
вектор с [n/2] целочисленными координатами, из которых все координаты, начиная с
третьей, равны нулю: ν = (a, b, 0, . . .), причем a > b > 0, a ≡ b (mod 2).

Предъявим старшие и младшие векторы в пространствах Hν . Старший вектор f+
ν

и младший вектор f−
ν в Hν – это многочлены, собственные для матрицы expX с

собственными числами exp(at1 + bt2) и exp(−at1 − bt2), соответственно. Обозначим

l =
a+ b

2
, c =

a− b

2
.

В орисферических координатах мы имеем

f+
ν (ξ, η) =

{
ξ2 + ξn−1 − ⟨ξ, ξ⟩(η2 + ηn−1)

}b

· ⟨ξ, ξ⟩c ·N(ξ, η)−l,

f−
ν (ξ, η) =

{
η2 − ηn−1 − ⟨η, η⟩(ξ2 − ξn−1)

}b

· ⟨η, η⟩c ·N(ξ, η)−l.

Возьмем в пространстве g элементы M−
i = L1i + λiLin, а в универсальной оберты-

вающей алгебре Env(g) возьмем «частичный элемент Казимира»

∆− =
n−1∑
i=2

λi(M
−
i )

2.

Элемент M = M−
2 +M−

n−1 является собственным для элементов алгебры a с собствен-
ным значением −t1 − t2. Возьмем следующий элемент из Env(g) :

Xν = M b(∆−)c .
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Теорема 4. Ковариантный символ Fν оператора Dν = Tσ(Xν) есть с точностью
до множителя минимальный вектор f−

ν (ξ, η) из Hν , а именно,

Fν(ξ, η) = λν(σ) · f−
ν (ξ, η),

где

λν(σ) = 2a σ(l)

(
σ +

n− 4

2

)(c)

.
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